Prawdopodobienstwo

2.1. Rzucamy dwukrotnie kostkg do gry. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze suma oczek bedzie
wieksza od 9, jezeli za pierwszym razem wypadto 6 oczek?

Odp.12.

2.2. W skrzyni znajduje sie 12 elementdw, z czego 6 jest dobrych a 6 wadliwych. W sposéb losowy,
bez zwracania wybieramy dwa elementy. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania za drugim
elementu wadliwego, pod warunkiem, ze za w pierwszym razem wybrano element dobry.

Odp. 6/11 .

2.3. Na dworcu kolejowym znajdujg sie dwoje schodéw ruchomych. Pierwsze sg sprawne z
prawdopodobienstwem 1/2 , natomiast drugie 1/3 . Prawdopodobienstwo, ze dziatajg pierwsze
schody, gdy zepsute sg drugie wynosi 1/2 .

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dziatajg drugie schody, pod warunkiem, ze nie dziataja
pierwsze?

b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dziatajg przynajmniej jedne schody?

Odp.a)1/3,b)2/3.

2.4. Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami do gry. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania sumy
oczek réwnej 3, jezeli na pierwszej kostce wypadta 1.
Odp. 1/6.

2.5. Rozwazmy rodziny z dwojgiem dzieci. Niech d oznacza dziewczynke, c - chtopca. Zdarzeniami
elementarnymi beda pary: (d,d), (d,c), (c,d), (c,c), gdzie pierwsza litera w parze oznacza pteé starszego
dziecka, druga zas mtodszego. Zaktadajgc, ze wszystkie zdarzenia sg jednakowo prawdopodobne
obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze w losowo wybranej rodzinie z dwojgiem dzieci, jest dwéch
chtopcéw, pod warunkiem, ze w tej rodzinie jest co najmniej jeden chtopiec.

Odp. 1/3.

2.6. Student dojezdza na uczelnie rowerem srednio co drugi dzien, autobusem co trzeci dzien, a
tramwajem co szésty. Jadac rowerem, spdznia sie z prawdopodobieristwem raz na szesc¢dziesigt razy
jadac autobusem - raz na dwadziescia razy, a tramwajem raz na dziesie¢ razy. Oblicz
prawdopodobienistwo, ze student spdzZni sie na uczelnie.

Odp. 1/24 .

2.7. Potrzeby swierkowych sadzonek dla nadlesnictwa pokrywa produkcja dwéch szkoétek lesnych.
Pierwsza szkétka pokrywa 75% zapotrzebowania, przy czym na 100 sadzonek z tej szkotki 80 jest
pierwszej jakosci. Druga szkdtka pokrywa 25% zapotrzebowania, przy czym na 100 sadzonek z tej
szkoétki 60 jest pierwszej jakosci. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana sadzonka jest
pierwszej jakosci.

Odp. 0, 75.



Zmienna losowa (dyskretna)
Przyktad 3.3. Zmienna losowa X dyskretna ma funkcje prawdopodobieristwa okreslong tabelg

x [1]0]2
o | 1|11
2 1613

Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X.

Rozwigzanie. Dystrybuanta zmiennej losowej X jest funkcjg F(x) = P(X < x). Wtedy:

F(-2) =P(X<-2)=0
F(-1)=P(X<-1) =

F(-0,5)=P(X<-0,5)=>

F(0) = P(X<0) = P(-1) + P(0) =3 + =
F(1) = P(X< 1) = P(-1) + P(0) =3
F(3) = P(X < 3) = P(-1) + P(0) + P(2) =
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Rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej (dyskretnej)
Przyktad 3.4. Zmienna losowa ma rozkfad okreslony tabela:
Xi 0 1 2 3
p | 0,25]0,2|0,15 | 0,4

Wyznaczy¢:
a) dystrybuante rozktadu,
b) P(X<3),
c) E(X),
d) D*X),
e) o.

Rozwigzanie
b) Mamy P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,25+0,2+0,15=0, 6.
¢) E(X) = 0-0, 25+ 1:0, 2+ 2.0, 15+ 3-0, 4 =1, 70
d) [E(X)]* = 2,89
E(X)=0%-0,25+1%-0,2+2%-0,15+3%-0,4=4,4
D*(X) = E(X?) - [E(X)]*=4,4-2,89=1, 51.
e) 0=4/151=1,23

(0 x € (—,0)
[ 025 xe[01)
F(X)= 0,45 x€[1,2)
0,60 x€]2,3)
k 1 xe€[3,0)



Rozktady zmiennej skokowej (rozktad Bernoulliego)

Przyktad 3.5. W hali fabrycznej pracuje 5 maszyn. Kazda z nich psuje sie z prawdopodobienstwem p =
1/3 niezaleznie od siebie. Wyznaczy¢ prawdopodobieristwa:

a) zepsuta sie jedna maszyna, tj. P(X = 1),

b) zadna maszyna sie nie popsuta, tj. P(X = 0),

c) zepsuty sie trzy maszyny, tj. P(X = 3),

d) zepsuta sie co najmniej jedna maszyna, tj. P(X > 1),

e) zepsuta sie co najwyzej jedna maszyna, tj. P(X < 1),

f) zepsuto sie wiecej niz jedna maszyna, tj. P(X > 1).

Rozwigzanie:
a) P(X=1)=
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o) P(X=3)=( )(g) (3) =2~ 0,16461
d) P(X21)=1-P(X<1)=P(X=0)=0,86831
e) P(X<1)=P(X=0)+P(X=1)=0,46091
f) P(X>1)=1-P(X<1)=0,53909

Przyktad 3.6. Srodek owadobdjczy zabija przecietnie 90% owaddéw. Srodek ten zastosowano na 10
owadach. Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze co najwyzej dwa osobniki przezyja.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez A zdarzenie, ze owad przezyje. Mamy wiecp=0,1,9=0,9, n=10.

P(XSZ)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=(1OO) (0,1)0(0,9)10+(110) (0,1)1(0,9)° + (120) (0,1)2(0,9)%=0,9281

Rozktad Poissona

Przyktad 3.7. Daltonizm stwierdza sie o 1% mezczyzn. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w probie
liczacej n = 100 mezczyzn

a) nie bedzie ani jednego daltonisty,

b) bedzie co najmniej trzech.

Rozwigzanie:
Mamy n=100,p=0,01,czyliA=n-p=1

a) P(X:O):ée‘1:0,37

b) P(X23)=1-P(X<3) =1 - [P(X =0) + P(X = 1) + P(X = 2)]
P(X:O):&e‘1:0,36788
P(X=1)= 7. e ~1=0,36788
P(X=2)=—-e~1=0,18394

Stad:
P(X=3)= 1-[0,36788+0,36788+0,18394]=0,0803



Rozktady zmiennej losowej ciggtej (rozktad normalny)
Przyktad 3.8. Dla rozktadu N(O, 1) obliczy¢

a) P(X < -2),

b) P(-1<X<2),

c) P(X>6).

Rozwigzanie:
Mamy:
2
a) P(X<2) 1 j e 2 =d(-2)=1-®(2)=1-0,97725=0,02275
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b) P(-1<X<3)=F3)-F1)=d(3)-(1-d(-1))==D(3)+D(1)-1=0,9987 +0, 8413 -1 =
0,84.
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) PX>6)=1-P(X<6)=1-F(6)=1-®(6)=1-1=0



Przyktad 3.10. Wydajnosc¢ pracy jest mierzona liczbg detali wykonanych przez pracownika na danym
stanowisku. Liczba detali dana jest zmienng losowa X dla N(8, 2). Obliczy¢ P(X < 5).

Rozwigzanie:
Mamy Yz%, czyli

P(x<5)=P(2=2 < 2=8)=p (Y < -1, 5) = F(-1, 5) = ®(-1, 5) = 1- D(1, 5) = 1 - 0, 93319 = 0,06681
2 2

Przyktad 3.11. Urzadzenie ztozone z dwdch blokdw pracuje w ten sposéb, ze najpierw wiaczony jest
pierwszy blok, a w chwili awarii tego bloku wtacza sie drugi blok. Czasy bezawaryjnej pracy blokéw sg
zmiennymi losowymi o rozktadach odpowiednio N(60; 4) i N(80; 3). Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
Ze urzadzenie bedzie pracowad co najmniej 150 godzin.

Rozwigzanie:
Z=X+Y, zatem Z ma rozktad N(60 + 80,V42 + 32) = N(140, 5).

P(Z > 150) = P(Z‘140 > 150;“"): P(R22)=1-P(R<2)=1-®(2)=1-0,97725 =0, 02275.
Czyli okoto 2, 2%.

Zadania samodzielne:
3.1. Zmienna losowa skokowa X ma funkcje prawdopodobieristwa:

x| 1] 1[4
p | 05| 04 |01

Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X i narysowac jej wykres.
Odp. F(X)=0dlax<-1;0,5dla-1<x<1;09dlal<x<4;1dlax>4

3.2. Zmienna losowa ciggta X ma gestos¢:

0 x<-1

l -1<x<0
f(x)=42

X 0<x<1

0 x>0

Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej X.




3.3. Dystrybuanta zmiennej losowej ciggtej dana jest wzorem

0 x<0
F(x)= %xz 0<x<4

1 X>4

Wyznaczy¢ funkcje gestosci zmiennej X oraz wyznaczyé wartos¢ oczekiwang i wariancje zmiennej X.
Odp.

0 Xx<0

f(x)= %x 0<x£4,E(X)=§,02(X)=

©| oo

0 X>4

3.4. Gestoscig zmiennej losowej X jest funkcja

0 x<1
1

f(x)= > 1<x<3
0 x>3

Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X oraz wyznaczy¢ P(X > 2).

0 x<1

F(x)= %x—% 1<x<3,P(X >2)=

N |+~

1 X>3

3.5. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci 0, 1, 2, 3 z prawdopodobienstwami odpowiednio réwnymi
0,1;0,1;0,2;0, 6. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang i wariancje zmiennej X.

Odp. E(X) = 2, 3, 6%(X) = 1,01.

3.6. Zmienna losowa X ma rozktad normalny N(1,5;2). Obliczy¢ prawdopodobienstwo:
a)P(X<-2,5)
b) P(X > -0, 5)
c) P(0,5<X<2).

Odp. a) 0,02275, b) 0,8413, c) 0,2902.

3.7. Masa gruszek odmiany klops ma rozktad normalny N(160, 30). Oblicz prawdopodobienstwo, ze
gruszka tego gatunku wazy od 130 do 160 gramoéw.

Odp. 0,3413.



3.8. W populacji studentéw uczeszczajacych na zajecia ze statystyki dokonano pomiaru wzrostu
mezczyzn. W wyniku badania stwierdzono, ze zmienna losowa X wyrazajgca wzrost studenta ma
rozktad normalny N(178, 10). Oblicz prawdopodobienstwo, ze

a) wzrost studenta jest mniejszy niz 188 cm,

b) wzrost studenta jest wiekszy niz 172,

c) wzrost studenta jest wiekszy niz 200 cm,

d) wzrost studenta nalezy do przedziatu (166 cm, 186 cm).

Odp. a) 0,8413, b) 0,7257, ) 0,0139, d) 0,673.

Elementy statystyki opisowej
5.1. W fabryce w ciggu pieciu dni roboczych wyprodukowano pie¢ wyrobéw o wadze: 12, 14, 16, 18,
20. Obliczy¢ srednig i odchylenie standardowe.

5.2. W pewnej szkole badano wzrost dziewczat klas czwartych. Otrzymano wyniki: 140, 148 148, 148,
150, 150, 156, 156, 160, 160, 160, 160, 162, 163, 164, 166, 168, 169, 170, 175, 175, 180. Obliczy¢:

mediane, dominante, kwartyle pierwszy i drugi oraz odchylenie ¢wiartkowe.

5.3. Oceny studentdw z przedmiotu statystyka przedstawia tabela

Ocena 3 35 |4 4,5 5
Liczba studentéw | 25 | 30 10 |15 20
Obliczy¢: srednig, odchylenie standardowe, wspdtczynnik zmiennosci, asymetrie.

5.4. Ponizsza tabela przedstawia dane dotyczgce wydajnosci pracy (w szt/h) pewnego wydziatu
zaktadu produkcyjnego. Wyznaczy¢ mediane, dominante, kwartyle pierwszy i trzeci oraz odchylenie
¢wiartkowe.

Wydajnos¢ 40 |50 |60 |30 |25 |20
Liczba pracownikéw | 15 | 10 30 | 10 15 | 10

5.5. Dla ponizszego szeregu rozdzielczego przedziatowego, przedstawiajacego staz pracy
pracownikéw pewnego przedsiebiorstwa, obliczy¢: srednig, wariancje, odchylenie standardowe,
wspofczynnik zmiennosci, asymetrie.

Przedziat 1-5 | 5-10 | 10-15 | 15-20 | 20-25 | 25-30 | 30-35
Liczba elementéw 10 20 25 30 35 10 20

5.6. Dla ponizszego szeregu rozdzielczego przedziatowego obliczy¢: mediane, dominante, kwartyl
pierwszy i drugi oraz odchylenie ¢wiartkowe.

0-4 | 4-8 8-12 12-16 | 16-20 | 20-24 | 24-28
10 20 30 40 10 5 10




Estymacja
Przyktad 6.1. Zaktadajgc, ze roczne wydatki na paliwo mozna uznaé za ceche o rozkfadzie N(u, o),
pobrano prébe losowg liczgcg 100 matych zaktadéw. Uzyskano x = 12 oraz s = 4, 72 (w tys. zi).

Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej na poziomie ufnosci 1 — a = 0, 96.

Rozwigzanie. Poniewaz n > 100 oraz o jest nieznane, wiec korzystamy z przedziatu postaci :

T —1 g <pu<rT+t g
NI Jn
Otrzymujemy
12—, 22 124,
—ty— I foo—
Voo /100

, gdzie O(t,) =1 —-0,04/2 = 0,98. Z tablic rozktadu normalnego otrzymujemy t, = 2,05.
Zatem W € (11, 2; 12, 8).

Przyktad 6.2. Poddano analizie wydatki na odziez w wiejskich rodzinach 5-osobowych. Z populacji
tych rodzin wylosowano prébe 289-elementéw. Na podstawie przeprowadzonych obserwacji
ustalono przecietng skale wydatkow na odziez x = 100 zt. Badania z lat ubiegtych wykazaty, ze rozktad
wydatkéw na odziez jest rozktadem normalnym o statej wariancji 6®> = 576. Wyznaczy¢ przedziat
ufnosci srednich miesiecznych wydatkéw na odziez w wiejskich rodzinach 5-osobowych przyjmujac
poziom ufnosci 1 - a =0,98.

Rozwigzanie. Korzystajac z powyizszego wzoru dla O(t,) = 0,99, t, = 2,35. Zatem 96,682 < u < 103,318.
W rodzinach 5-osobowych miesieczne wydatki na odziez zawierajg sie w przedziale pu € (96, 68zt;
103,32zt).



Testowanie hipotez statystycznych

Przyktad 6.3. Zatézmy, ze , dtugos¢ zycia” opon samochodowych ma rozktad normalny N(y, o).
Producent twierdzi, ze warto$¢ przecietna tej charakterystyki jest rowna 50 tys. km. Na podstawie
100 losowo wybranych opon otrzymano x = 45 tys. km oraz s = 8 tys. km. Czy na poziomie istotnosci a
=0, 05 mozna uwazaé, ze producent ma racje?

Rozwigzanie. Mamy Hq: =50, Hy: p = 50.

Obliczamy teraz wartosc statystyki testowej:

u=2 ;”0 Jn= 45550\/100 — 625

Budujemy dwustronny obszar odrzucenia dla a= 0,05.
F(U)=1- a/2=0,975, skad U=1,96. (dla rozktadu normalnego)
czyli (-e=;-1,96] U [ 1,96;°)

Oznacza to, ze wartos$¢ statystyki testu wpada do zbioru krytycznego, czyli nalezy odrzuci¢ hipoteze
Ho na rzecz hipotezy alternatywnej H;. Innymi stowy producent nie ma racji twierdzac, ze przecietna
dtugosc¢ zycia opon wynosi 50 tys. km. Na ponizszym obrazku na szaro zostat zaznaczony zbiér
krytyczny.
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Przyktad 6.4. W pewnym rejonie morza dokonano 5 niezaleznych pomiaréw gtebokosci wody.
Otrzymano srednig gtebokos¢ x = 770m oraz odchylenie standardowe s = 6,2. Na poziomie istotnosci
a = 0,02 zweryfikowaé hipoteze, ze srednia gtebokos¢ morza w tym rejonie wynosi u = 775m,
przyjmujac ze rozktad pomiarédw gtebokosci w tym rejonie morza ma rozktad normalny.

Rozwigzanie. Testujemy hipoteze
Ho: u=775m
Hl:u#775m
Statystyka testowa przyjmuje wartos$é

U= X;ﬂo\/ﬁ=77o6_2775\/z=—1,6

Wartos¢ ty.00, = 3,747 odczytujemy z tablic kwantyli rozktadu t-Studenta. Widzimy stad, ze wartos¢
statystyki testowej nie nalezy do zbioru krytycznego, zetem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowe;j.

6.1. Poddano analizie wydatki na optaty za telefon TP S.A w 100 gospodarstwach domowych w
pewnym miescie. Na podstawie przeprowadzonych obserwacji ustalono srednig miesieczng optate za
telefon X = 95zt i odchylenie standardowe o = 15zt. Zaktadamy ze wydatki majg rozktad normalny. Na
poziomie ufnosci 1 — a = 0,98 wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla wartosci przecietnej miesiecznych optat
za telefon.

Odp. 91,55 < u < 98,45.

6.2. W zaktadzie ,Alfa” zbadano staz pracownikéw fizycznych. Z populacji tych pracownikéw
wylosowano préobe 169-elementowg, z ktdrej obliczono X = 7,2 lat. Rozktad stazu pracownikéw
fizycznych jest rozktadem normalnym z odchyleniem standardowym o = 3,2 lat. Przyjmujac
wspotczynnik ufnosci zbudowac przedziat ufnosci dla nieznanego $redniego stazu pracy w populacji
pracownikéw fizycznych w tym zakfadzie.

Odp. 6,634 < u< 7,766.

6.3. Cecha X ma rozktad N(u,0), gdzie u,0 sg nieznane. Na podstawie préby 17 elementowej
obliczono x = 60, s = 0,5. Zweryfikowac hipoteze Hy: p = 61, 5, wobec hipotezy alternatywnej Hq: p #
61,5 na poziomie istotnosci a = 0,05.

Odp. Odrzucamy Hy.

6.4. Z duzej partii stupédw betonowych wybrano prébke losowg 64 stupdw. Srednia wytrzymato$é na
Sciskanie w tej prébie wynosita X = 245 kG/cm . Odchylenie standardowe s = 5kG/cm . Zweryfikowaé
hipoteze Hy: pu = 240kG/cm, wobec hipotezy alternatywnej Hy: 1 # 240kG/cm , na poziomie istotnosci
a =0, 01, przy zatozeniu, ze wytrzymatosc na sciskanie jest zmienng losowgq o rozktadzie normalnym.
Odp. Odrzucamy H,.

6.5. W pewnym zaktadzie wybrano losowo 10 pracownikéw. Otrzymano $redni wiek X = 32 lata oraz
odchylenie standardowe s = 4 lata. Zakfadajac, ze wiek pracownikdw ma rozktad normalny
zweryfikowac hipoteze, na poziomie istotnosci a = 0,05, ze sredni wiek pracownikéw jest istotnie
wyzszy niz 30 lat. (Wskazéwka: Hg : 1 =30, Hy : u > 30).

Odp. Nie ma podstaw do odrzucenia Hg. tzn. nie mozemy twierdzi¢, ze S$redni wiek w
przedsiebiorstwie jest istotnie wiekszy od 30 lat.



